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Avvertenza: Questslidevengono fornite agli allievi solo come traccia delle leziswolte. Per un
approfondimento si suggerisce il testo:

Marco Tibaldi - Progetto di sistemi di controllo, PitagoBalogna, 1995, ISBN 8837107625.
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7.1 Il filtro di Kalman per i sistemi continui

Le misure dell'ingresso e dell’'uscita dei processi reatieepesso affette da erroripci
rende non sempre idonei gli osservatori progettati suppdmesatte le misure. Si consideri
Il sistema dinamico lineare, non stazionario e continuc@ulés dal modello

z(t) = A(t) z(t) + B(t) u(t) + w(t) (1)
y(t) = C(t) x(t) + v(?) (2)
con stato inizialec(ty) = x( e per il quale:
1) L'ingressou(t) sia misurabile esattamente per ogni #;

2) w(t) ewv(t) siano processi stocastici Gaussiani bianchi, mutuameoterelati con
matrici di covarianza note:

Elw®)v'(r)] =0 V&r>0 (3)
E [w(t)w' (1)] = Q(t)d(t — 1) (4)
e E [v(t) " ()] = R(t) 6(t — 7) ; (5)
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3) zo Sia un vettore aleatorio con valore medio e matrice di cavaa noti:
E [zo] = 7o, E [(CU — Zo)(x — TO)T} = Py ; (6)
4) | processi stocastiev(t) e v(t) siano incorrelati con il vettore aleatorig:

E [zow’ (t)] =0, E[zov" (t)] =0. (7)

Si consideri ora I'osservatore idetiper il modello[(1)[(2):
p(t) = A(t) 2(t) + B(t) u(t) + K(t) [y(t) — C(t) 2(1)] (8)

con stato inizialex(ty) = . Si definisca I'errore di stima(t) = x(t) — 2(t) e l'errore
guadratico medio di stima

Ele’(t)e()] . (9)
L’errore quadratico medio di stima all'istant@lipende dalla scelta di, e della matrice
(funzione del tempoK (¢) e fornisce una misura dell’attendibdidella stimaz(¢)
allistantet. Il progetto dellosservatore ottimoonsiste nel sceglier®, la matriceK (¢) in
modo da minimizzare 'errore quadratico medio di stima (9).

—J>

7 |

=

A.A. 2010/11-p. 4/18



Se la matriceRk(t) e definita positiva (se cetutte le misure delle componenti del vettore di
uscita sono affette da rumore) la soluzione del problem#nfiga—Bucy, 1961¢ data da

K(t) = P(t)C" ()R () (10)
To = Tg (11)
ove P(t) e la soluzione dell’equazione di Riccati

P(t) = A(t)P(t) + P(t) AT (t) = P(t)CT ()R (H)C () P(1) + Q(t) (12)

con
P(ty) = P,y . (13)

La stima fornita dall’osservatore ottimo defiltro di Kalman, e non polarizzata cwil valor
medio dell’errore di stim& nullo

Ele(t)] =0 (14)
mentre la sua matrice di covarianza coincide égn):
E[e(t)e’ (t)] = P(t) . (15)
=¥
A
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Il valore dell’'errore quadratico medio di stineedato da
Ele’ (t)e(t)] =tr[P®)] . (16)

La matriceK (t) e detta matrice dei guadagni del filtro. Il filtro di Kalmanl dispositivo
lineare che fornisce la stima con errore quadratico medioma; non esiste coalcun altro
dispositivo algebrico o dinamico che, elaborando lineartieée misurey(t) e u(t), fornisca
una stima dello stato con errore quadratico medio di stinmeoral L'errore di stima

y(t) — C(t)z(t) e dettoinnovazionead e un processo stocastico bianco con matrice di
covarianza uguale a quelladit).

La non polarizzazione della stinidt) dipende dalla condizioné (11) edndipendente dalla
particolare scelta della matrice dei guadagiit). Posto infatti

z(t)=Ez@®)], #)=E[Q®)],  y)=Ey) (17)
Si ottiene ,
z(t) = A(t)Z(t) + B(t) u(t) (18)
T(ty) = To (19)
BN () = C()T(1) (20)
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T(t) = A(t) 2(t) + B(t) u(t) + K(t) [y(t) — C(t) (1)) (21)
Z(to) = 4 . (22)

Con la condizione(11) risultBle(t)] = Z(t) — 2(t) = 0 poicheé il terminey(t) — C(t)Z(t)
e identicamente nullo indipendentemente dalla scelfs (d).
Matrice di covarianza dell’errore di stima
L'errore di stimae descritto dal modello
e(t) = [At) = K()C(1)] e(t) + w(t) — K(t) v(?) (23)
e(to) = Tg — X . (24)

Indicando conP(t) = E{[e(t) — &(t)][e(t) — €(¢)]* } la matrice di covarianza dell’errore di
stima, si ottiene, dal modello (23),

P(t) = [A(t) = K()C(1)] P(t)+ P(t)[A(t) = K()CH)]" + Q(t) + K(O R KT (b),
(25)
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con la condizione inizialé’(ty) = P, cioe, considerando la relaziorie (10), I'equazione di
Riccati (12). L'equazion€ (25) puvenire utilizzata anche per calcolare la matrice di
covarianza dell’'errore di stima utilizzando una matricegledagnik (¢) diversa da quella

ottima (10).

Il guadagno del filtro

Il filtro di Kalman e un osservatore iderdinel quale, anche per i sistemi stazionari, la
matrice dei guadagni varia nel tempo. Nell'osservatoratitkela differenza tra la misura
dell’'uscita del sistema e la sua stima fornita dall’osstemee un errore (innovazione)
utilizzato per la correzione della stima eiper estinguere I'errore iniziale. In ambiente
stocastico I'innovazione deve essere usata anche peggereegli effetti dell’errore di
previsione; inoltre, a causa degli errori modellati tramifprocessa(t), I'innovazione pw
essere non nulla anche quando la stima del vettore distesatta. La matrice dei guadagni,
K (t), costituisce un compromesso tra due esigenze distinfgodidunia di utilizzare le
misure disponibili per correggere la stima dello stato edeasse di non peggiorare la
stima corrente a causa degli errori sulla misura dell'ascit

—
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Si pw osservare come nell'osservatore ottimo la proporzitnaia la matricek (¢) e la
matrice di covarianza dell’errore di stinfa¢) renda i guadagni dell’osservatore tanta pi
elevati quanto pi elevatoe, a paria di altre condizioni, I’errore sulla stima corrente. La
proporzionalid tra laK (t) ed il prodottoC(t)R~!(t) pud essere interpretata come
proporzionali& tra i guadagni dell’osservatore e I'affidakilidielle misure sull’'uscita.

L’'osservatore ottimo nel caso scalare stazionario

Si consideri il modello lineare e stazionario del primo asli

t(t) = ax(t) + w(t), z(0) = xq (26)
y(t) = x(t) + v(?) (27)

E [w(t)w(r)] = q8(t —7) (28)
E[v@)v(r)] =rd(t— 1) (29)
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’equazione di Riccate data, in questo caso, da

2
pt) — 2ap(t) + = :t) —q=0, p(0) = po; (30)

il valore di regime dip(¢) € dato dalla radice positiva dell'equazione di secondo@che si
ottiene imponendg(t) = 0 nell’'equazione precedente.

Stima di una costante scalare mediante il filtro di Kalman

Si supponga di volere stimare il valore di una costante sgalanon nota a partire da una
misura deteriorata da un errore costituito da rumore bialhpooblemae descritto dal
seguente modello

z(t) =0, z(0) = xg (31)
y(t) = x(t) +v(t) (32)
ove
1) v(¢) € un processo stocastico scalare bianco con autocorne¢azaia
E[v(t)v(r)] =c26(t —T); (33)
2) x¢ € una variabile aleatoria con valore medipe varianza noti;
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3) Il processo stocasticgt) e incorrelato con la variabile aleatorig;

E[zov(t)]=0. (34)
Il modello del filtroe dato da
B(t) = k() [y(t) — 2(2)], 2(0) = To (35)
dove
Ki) = 500, ()= 520, p(0)=po. (36)

Integrando I'equazione di Riccati si ottiene

Po Do
£) = , k(t) = . 37
PO e M 7

Come si po osservare, per— oo, p(t) tende a zero e quindi la stinidt) tende al valore
da stimarer,; dopo un tempo sufficientemente lungo si ha quindi a dispmszuna stima

esatta della grandezza da stimare. Inoltre, poért — oo anchek(t) tende a zero,
'importanza attribuita alla misura disponibile dimincesal crescere di
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7.2 1l filtro di Kalman per i sistemi a tempo discreto

Si consideri il modello lineare discreto

r(k+1) = A(k)x(k) + B(k)u(k) + w(k) (38)
y(k) = C(k) z(k) + v(k) (39)
con stato inizialex(kg) = x( e per il quale
1) u(k) sia una funzione nota a priori 0 misurabile pe& ko, ko + 1,...;
2) w(k) ev(k) siano processi stocastici discreti nel tempo, mutuamectzielati,
Gaussiani, bianchi e con matrici di covarianza note:
B [w(j) " (k)] =0 (40)
Elw(i)w’ (k)] =Qk)o, Q) >0 (41)
E [v(j)v" (k)] = R(k) 6, R(k) >0; (42)
3) zo Sia un vettore aleatorio con valore atteso e matrice di ca@mvaa noti
e Elzg] = To, E [ (z0 — %) (v0 — To)" | = Po; (43)
| ‘r“‘:n
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4) | processi stocastiei (k) e v(k) siano incorrelati con il vettore aleatorig:
E[zow’ (k)] =0, E[zov' (k)] =0. (44)
L’osservatore ident#t per questo sistengdato da
z(k+1)=[A(k) — K(k)C(k)] z(k) + B(k)u(k) + K(k) y(k) (45)

con stato inizialer(kg) = z. Definendo I'errore di stima(k) = x(k) — 2(k) e l'errore

guadratico medio di stima
E[e"(k)e(k)] (46)

Il problema della determinazione @ e della matrice<(j) che rendono minimo I'errore
guadratico medio di stima detto problema dell’osservatore ottimo a tempo disci®¢o.
R(k) e definita positiva per ogrti la soluzionee data da
z(ko) = T (47)
K (k) = A(k) P(k) CT (k) [ R(k) + C(k) P(k) C" (k)] (48)

essendd (k) soluzione dell’equazione di Riccati discreta
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P(k+1)= —A(k) P(k)C" (k) [R(k) + C(k) P(k)C"(k)] ~C(k) P(k) A" (k)
+A(k) P(k) A" (k) + Q(k) (49)

con condizione iniziale’(ky) = P,. La stima cobottenutae non polarizzata e la matrice di
covarianza dell’errore di stima coincide con la matreg:). Lerrore quadratico medie
dato da

El[e"(k)e(k)] =tr[P(k)] . (50)
Tale osservatore ottim@ detto filtro di Kalman a tempo discreto. La matrigék) e detta
matrice dei guadagni del filtro.

Utilizzando 'espressione di (k) e possibile anche riscrivere I'equazione di Riccati
discreta nella forma

P(k+1) = [A(k) — K(k) C(k)] P(k) [A(k) — K (k) C(K)]" +Q(k) + K (k) R(k) KT (k).
(51)
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7.3 |l filtro di Kalman stazionario

La non stazionari@tdell’osservatore ottime dovuta tanto alla non stazionaaetel sistema
da osservare e del processi stocastici in gioco quantotaldaé il guadagno, dipendendo
dalla soluzione dell’equazione di Riccaifunzione del tempo.

Nel caso di sistemi e di processi stocastici stazionariraesateresse studiare I'osservatore
ottimo a regime. Si consideri il sistema dinamico lineatazi®nario e continuo descritto
dal modello
t(t) = Az(t) + Bu(t) + Dw(t) (52)
y(t) = Cx(t) + v(t) (53)

con lo stato inizialex(ty) = zo e per il qualew(t) e v(t) siano processi stocastici stazionari
bianchi e Gaussiani mutuamente incorrelati e con matricodarianza:

E [w(t) wT(T)} =Q4(t—71) (54)
E [’U(t) ’UT(T)} =RO(t—17); (55)
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In tale caso, sotto condizioni poco restrittive, la solnB@ regime dell’equazione di Riccati
e una soluzione, semidefinita positiva,, dell’equazione algebrica di Riccati

AP+ PA" —PCTR'CP+DQD" =0. (56)
e 'osservatore ottimo stazionario minimizza l'errore dreico medio di stima
t lim E [e'(t)e(t)] (57)
0——090

per qualunque condizione inizialg (> 0); il valore dell’errore quadratico medio di stinea

dato da
lim E [e'(t)e(t)] =tr [Px] . (58)

t0—>—OO
Nel progetto del filtro di Kalman stazionario non ha pnportanza la conoscenzazlj e
della matrice di covarianzd},, del vettorez.
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7.4 1l filtro di Kalman stazionario per i sistemi a tempo detor

Si consideri il modello lineare stazionario discreto coat@mente ricostruibile

r(k+1) = Ax(k) + Bu(k) + w(k) (59)
y(k) = Cx(k) + v(k) (60)
con stato inizialec(0) = x¢ e per il quale
1) u(k) sia una funzione nota a priori 0 misurabile pee 0,1, .. .;
2) w(k) ewv(k) siano processi stocastici discreti nel tempo, mutuameutaielati,
Gaussiani, bianchi e con matrici di covarianza note:
E [w(j)v” (k)] =0 (61)
E [w()w” (k)] =Qd, Q>0 (62)
E[v(j) vl (k)] = R6., R>0; (63)
A
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L’osservatore ottimo per questo sistemdato, pek — oo, da

z(k+1)=]A—-KC] z(k)+ Bu(k) + Ky(k)

ove
K=APCY'(R+CPCH!

essendd la soluzione semidefinita positiva dell’equazione algefodi Riccati

P—APA" + APCT(R+CPCHlCcPAT —Q=0.

La stima fornita da tale osservatore minimizza

lim E e (k) e(k)]

k— o0

ovee(k) = x(k) — z(k).

(64)

(65)

(66)

(67)

A.A. 2010/11-p. 18/18



	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

